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« Digital-Analog-Wandlung : D/A Wandler

 Aquidistante Abtastung: Abtast-Theorem

I — Falls Voraussetzungen erfullt,
Rekonstruktion mit sinc-Funktion

— Die Voraussetzungen sind in
konkreten Anwendungen
meist nicht gegeben

— Beispiel Wetterkarte

Wetterstationen
Deutschland

« Alternativen: Interpolation
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« Rekonstruktion ,kontinuierlicher Daten” aus diskreten

Gegeben ,Punkte”
Gesucht stetige (glatte) ,Kurve® (oder Flache, oder Korper)

I * Beispiele:

CAD-Daten aus Abtastwerten eines Modells errechnen

Vermessung: Geo-Informationssysteme (Digitale Hohenmodelle,
Erstellung digitaler Landkarten)

Rickwandlung digitalisierter Signale in analoge Signale (Bilder,
Audio, Video, Umrechnung von Bildauflosungen, Abtastraten,
etc.),

,In-Betweening" bei Animationen — Key frame Animation
,<Zoomen“ digitaler Daten
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Zoomen eines digitalen Bildes bei fester Auflosung
anschaulich: Grauwertbild, nur eine Bildzelle

kontinuierlich

diskret (10dpi)

»

original: f(x) Zoomfaktor: 1.7
g(x) = f(x1.7)

1. rekonstruieren
2. resamplen

SS 2017
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Interpolation vs. Approximation

— Soll die rekonstruierte Funktion (Kurve, Flache, !) exakt durch die
Punkte verlaufen, so sprechen wir von Interpolation. Das
behandeln wir im Folgenden.

— Soll die Kurve (Flache) nur ndherungsweise durch die Punkte
verlaufen, so sprechen wir von Approximation. Das ist verwandt
mit den Least-Squares-Problemen, (Ausgleichsgerade, etc. s.0.)

SS 2017
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Interpolation ist nicht in jedem Fall das genauere, bessere
Verfahren
— z.B. bel Messfehlern

Interpolation Approximation

SS 2017
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Verwandte Aufgabenstellungen:

— Interpolation/Approximation komplizierter Funktionen
durch einfachere (z.B. Approximation der exp-Funktion
durch Polynome)

*  Komplizierte* (transzendente) Funktionen werden intern mit
Interpolation approximiert.

Kontinuierliche Daten sind eigentlich Relationen, d.h.
allgemeiner als ,Funktionen®

— Rekonstruktion von ,Kurven“ anstelle von Funktionen

— Aus Griunden der Einfachheit werden wir meistens
trotzdem Uber Funktionen sprechen.

SS 2017
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 \/on einer unbekannten Funktion f : ! —I"
kennt man nur die Werte an endlich vielen Punkten:
I y=f(x) fur i=1,2,E,n
,Stutzwerte" ® @ bekannte Werte
Ys 9] O
Yo o O
Y1 O
.................................................................................................................................................. >
X1 X5 Xn
« Annahme: X, <X, < E <X, ,< X ,Stiitzstellen*
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* Aus der Anwendung kennen wir gewisse
Grundeigenschaften von f, z.B.

- f ist eine Gerade, oder ein Polynom
I - f st stetig (oder glatt, d.h. differenzierbar).

 Wir wahlen eine Klasse (Menge) K von Funktionen, in der

wir f aus den endlich vielen Punkten naherungsweise
rekonstruieren.

e Kriterien:

— f muss in der Funktionsklasse K gut approximierbar sein,

— die Funktionsklasse K muss auf dem Rechner gut (d.h.
effizient) darstellbar und manipulierbar sein.
Gut darstellbar sind z.B, Polynome

— Polynome werden oft ,gestlckelt’, d.h. stickweise definiert
verwendet

SS 2017 Interpolation in 1D Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 11
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Unbekannte Funktion

Rekonstruktion durch
stickwelise konstante
Funktion

Unbekannte
Funktion f

Rekonstruktion durch
stickwelse lineare Funktion

Rekonstruktion durch
(kubisches) Polynom

@ Bekannte Funktionswerte

SS 2017
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Unterscheidung zwischen lokalen und globalen Verfahren

— Lokal: interpolierter Wert p(x) hangt nur von den ,benachbarten”
Werten ab. Z.B.: x <x<x,,:nury und y,, gehen ein.

— Global: alle Werte y, gehen ein

Lokale Verfahren

— Nearest neighbor (stiickweise konstant)
— Linear (stlickweise linear)
— Catmull-Rom (stiickweise kubisches Polynom)

Globale Verfahren
— Polynom-Interpolation
— B-Spline-Interpolation

SS 2017
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Gegeben
- Stutzstellen { x;, X,, ... ,x} und

Stutzwerte {vy, VY, ...y} (Skalare oder Vektoren)

(Abtastwerte einer unbekannten,
zu rekonstruierenden Funktion f )

—  Gesucht: kontinuierliche Rekonstruktion p(x)
(Naherung von f(x) )

Stuckweise konstante Interpolation:

- Um den Wert an der Stelle x anzunahern, suche den
nearest neighbor d.h. die nachst gelegene Stitzstelle x

— Interpolierter Wert ist:  p(x) =V

Bezeichnung: nearest neighbor interpolation

SS 2017

Interpolation in 1D Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 15



=/ Yy

Ju

Beispiel:

y|l2]1|3]2

Allgemeine Formel:

(y, falls X,

y, falls  L(x, +x,)
p(x) =1 : .

\yn fa”S %(xn—l + xn )

IA

X = %(xl"'xz)

|
X = 3(x2+x3)

SS 2017
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Kein (Rechen-)Aufwand, nur Suchen der Nachbarn
- aquidistant: x=a+1h (h Schrittweite)
einfache Suche 1= int((x-a/h) 0O(1)
Komplexitat flr die Suche

— sind die Stutzstellen schon geordnet:
Aufwand fur Suche O(log(n))

— wenn nicht, dann O(n*log(n))

In vielen Fallen zu ungenau, z.B.
bel bekanntermalien glattem f

Fehler bel glattem (d.h. differenzierbarem) f :

h .
P! f(x)|# 5"ma><xl#$#xn{\f'($)\} wobei  h=maXy,{X..! %}

SS 2017
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Das am weitesten verbreitete Interpolationsverfahren.
—  Warum sind Graphikkarten so leistungsfahig?
— Lineare Interpolation in Hardware + hochst parallel!

Gegeben

- Stutzstellen { x;, x,, ... ,x} und Stutzwerte {vy,V,, ... .V}
(Abtastwerte einer unbekannten zu rekonstruierenden Funktion f)

— Gesucht: kontinuierliche Rekonstruktion p(x)
(Naherung von f(x) )

Stuckweise lineare Interpolation:

— Um den Wert an der Stelle x anzunahern,
suche die nachst gelegene linke und
rechte Stutzstelle x=Xx=Xx,,

X X X

— Interpoliere im Intervall [ x, x,,] linear

SS 2017
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Stuckweise lineare Interpolation:

— Um den Wert an der Stelle x anzunahern, suche die
nachst gelegen Stutzstellen x= X=X,

— Interpolierter Wert ist:

—_ : —_ yi+1! yi
p(x) =m(x! x)+y, mit m =
Xi+1! XI
- Alternativ: gewichtetes Mittel von y. und vy, :
_ - _ X! X _ XX
P(X) =Wy + WY, mit w = X1 x und w, = X1 X =1l'w
| yi+1
y
=
X e X W Xir1

SS 2017
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Gegeben:
Stutzstellen {x,, %, ..., X} und -werte {y;, V., ..., ¥}

ldee:
1. Schatze an jeder Stelle die erste Ableitung (Steigung):
—= { V<, Yok, .. Yo}
2. Finde auf jedem Teilintervall [ x, x,,] das (eindeutige)
kubische Polynom p. welches in den beiden Endpunkten
die Stutzwerte und die geschatzten Ableitungen

interpoliert:— p(x) = a,(x.,, ! )" +a,(x,, ! %7 (x! x)

az(h' X)(X' )" +a(x! %)’
_ Y
(Xi+1! ')3’ (X|+1 XI)Z
_ Y a1 Vet

! XY R CNEY A

SS 2017
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From Wikipedia

Ed Catmull ist ein amerikanischer Informati-
ker, der zu vielen wichtigen Entwicklungen in
der Computergraphik beigetragen hat.

Er ist vierfacher Oscar-Preistrager.

Er studierte Physik und Computer Science
an der University of Utah

1979 Arbeit flur George Lucas bei Lucasfilm

1986 Steve Jobs Ubernimmt Lucasfiim's
digital division und Pixar.

Catmull ist Chef-Entwickler, u.a das
rendering system RenderMan

N
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=
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=

= =
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https://de.wikipedia.org/wiki/Edwin_Catmull

Animationsfilme Filme Toy Story, Finding
Nemo, !

zur Zeit Prasident von Pixar und Disney
Animation Studios

SS 2017
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Wie schatzt man die Ableitungen?
* Mittels Differenzenquotienten:
f(x+h)! f(x)

f'(x) = +O(h

— Vorwarts-Differenz (x) (h)
o () f(x! h)

- Rickwarts-Differenz f'(x)= +0O(h)
| |

— Zentrale Differenz f'(x)= f(X+h)2'hf(X' ) +0(h%)
i | ) |

x-.h x x+.h ' x:h x X-ll-h

SS 2017 Interpolation in 1D Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Wie schatzt man die Ableitungen (allgemein)?
 Beispiel zu Differenzenquotienten.

f(xX)=exp(x), %X, =05, f'(x,)=1648/21271!

e Tabelle der absoluten Fehler fiir Schrittweiten h=2-3, 24 E

Schrittweite
Vorwarts-D. 11075 .0526 .0260 .12910!' .646102 .322102 .161:102 .80410°3
Rickwarts-D.  .0908 .0505 .0255 .12810! .642102 .321102 .161102 .804103

Zentrale D. .0043 .0011 .00026 .671104 .16810% .41110> .90510° .13710°

e Erkenntnis:
— Vorwarts- und Ruckwarts-Differenz halbiert sich der Fehler
—  Zentraler Differenz wird er Fehler jewells geviertelt

SS 2017 Interpolation in 1D Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 23
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Schatzen der Ableitung bei Catmull-Rom (1. Schritt):

T‘u _!'|+1!yi
o Yorwartsorferenz Fw X, ! X
- el Y

X! Xy

Ly,
» Zentrale Differenz (einfach) ( %= y'+1| UIE
Xi+1 . Xi!l

« Zentrale Differenz (exakt):
(gewichtetes Mittel von Vorwarts- und Ruckwarts-D.):

y,'= A "..Xinl 'Yt Xi+l.." A 'Y o
Xa K Xa K

Im aquidistanten Fall sind die beiden zentralen D. identisch.

SS 2017 Interpolation in 1D Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 24
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Zusammenfassung!
Gegeben: Stutzstellen {x,, %, ..., X} und -werte {y,, ¥,, ..., ¥}

I 1. Schatze an inneren Stutzstellen die Ableitung durch
zentrale Differenz ! { Y,«,V3«, ... Y.<}

2. Schatze die Ableitung in den beiden Endpunkten y,« .,y «
» zB Vorwarts- bzw. Ruckwarts-Differenz
» NB: es gibt bessere Verfahren

3. Finde auf jedem Tellintervall [ x, x,,] das (eindeutige)
kubische Polynom p. welches in den beiden Endpunkten die
Stutzwerte und die geschatzten Ableitungen interpoliert

Formeln siehe oben!

SS 2017 Interpolation in 1D Prof. U. Ride - Algorithmik kahtitidferlicher Systeme 25
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 Annahme aquidistante Stutzstellen Schrittweite h und zu
rekonstruierte Funktion f ist gentigend differenzierbar

I . Nearest Neighbor: O(h)\ genauer: " |fG¥)|/24h
(konstante Interpolation)

o Lineare Interpolation: | O(h?) \genauer: " |fOQ)|/8 4 A

« Catmull Rom: O(h3) genauer: " |f OX)(24 4 B

 Auch im allgemeinen Fall gultig, wenn h = maximaler
Abstand aufeinander folgender Stitzstellen

SS 2017 Interpolation in 1D Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 26
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/

[f(¥) - p(x¥)[ ! h%/8 max{ 1fOQ)| } /

X1 h X; h Xit1

Anwendung:
—  Tabellierung von Funktionswerten

— Look-up-tables

Beispiel: Tabelle (look-up-table) fur sin(x)
Gewulnschte Genauigkeit: ¢, =103, ¢, = 10°
Aus Fehlerabschatzung folgt fur Schrittweite h:
hy! 94102 bzw. h;! 2.8410°

SS 2017
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 Die Funktion

f(x) = singx) , | = [0,1]

wird aquidistant abgetastet mit Schrittweite h

I * Der Interpolationsfehler
far linearen, Catmull-Rom-

h linear EOC | Catmull-R. [EOC
O(h?) 4|  O(hs) 8
0.25 0.0703 8.80E-03
0.125 0.018§ 3.73 9.90E-04 8.88

0.0625 4.79E-3

3.93 1.21E-04 8.13

0.03125 1.20E-3

3.98 1.52E-03 8.03

0.01562¢ 3.01E-4

4.00 1.89E-0¢ 8.01

SS 2017 Interpolation in 1D

Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Die Funktion f(X) = sin(tx) , | = [0,1]
samples: {0.0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0} h(= 1/4)

Catmull-Rom-Interpolant Linearer Interpolant

SS 2017
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e Die Funktion f(x) =sin(xx),|=10,1]
samples: {0.0, 0.125, 0.25, 0.375, 0.5, 0.625, 0.75. 0.875, 1.6 ¥ 1/8)
I Catmull-Rom-Interpolant Linearer Interpolant

@grg@g_érhesteqﬁ@)éﬁpbPaﬂoﬁ. faredr | Algorithmik kontinuierlicher Systeme

Prof. U. Rude - Algorithmik kontit¥dferlicher Systeme
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099+

0984

0974

096+

Die Funktion f(X) = sin(tx) , | = [0,1]
samples: {0.0, 0.125, 0.25, 0.375, 0.5, 0.625, 0.75. 0.875, 1.8 ¥ 1/8)

Catmull-Rom-Interpolant Linearer Interpolant
0.74
0.6

Zoom (20x) Zoom (3x)
05
0.4-

041 042 043 044 045 01 , 02 ' 03 ' 04
x X

SS 2017
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Die Funktion

f(x) = singx) , 1 = [0,1]

wird aquidistant abgetastet mit Schrittweite h

Interpolationsfehler
fur linearen, Catmull-Rom- und

h linear EOC | Catmull-R. [EOC
O(h"2) 41 O(h"3) 8
22 0.07 0.010
2-3 1.9E-02| 3.68| 1.75E-03 5.7
24 4.8E-03| 3.96 2.4E-04 7.3
25 1.2E-03 4.0 3.0E-05 8,0
26 3.0E-04 4.0 3.75E-06 8.0 |

SS 2017
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+ T(¥=exp),1=[-11]

e wird aquidistant abgetastet
mit Schrittweite h

I . Interpolationsfehler:
far linearen, Catmull-Rom-
und B-Spline-Interpolanten

(]
"

h linear EOC |Catmull-R. |EOC
O(h?) 4] O(hd) 8
0.4 2,20E-03

0.2 1,24E-02

3,11E-04 7,07

0.1 3,24E-03 3,83

4,12E-04 7,55

0.05 8,30E-04 3,90

5,30E-0q 7,77

0.025 2,10E-04 3,95

6,74E-04 7,86

SS 2017 Interpolation in 1D
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e f(X)=1/(1+25),1=[-1,1]
wird aquidistant abgetastet
mit Schrittweite h

Interpolationsfehler
far linearen, Catmull-Rom-

vvvvvvvvvv

und B-Spline-Interpolanten _ = |
h linear Catmull-R.
O(h?) 41 O(hd) 8
0.4 0.5 4.50E-01
0.2 6.75E-04 7.41 1.82E-04 24.78
0.1 4.18E-04 1.61 1.12E-04 1.63
0.05 1.41E-04 2.98 1.74E-03 6.43
0.025 3.80E-03 3.69 1.58E-04 11.02

SS 2017
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Lokale Verfahren vs. globale Verfahren

Lokale Verfahren

— nearest neighhbor : unstetig, O(h)

— linear: stetig, O(h?)

— Catmull-Rom: glatt (diff.-bar, Ct), O(h3)
— kubische Splines: glatt (diff.-, bar, C?), O(h%

Schatzen von Ableitungen : vorwarts, ruckwarts, zentral

Rechenaufwand:
— Aufwand flir Suche !
— der Rest ist O(1)

Globale Verfahren
— Polynominterpolation
— B-Spline-Interpolation

SS 2017
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